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EXPLORANDO ALGUMAS APLICACOES DE ALGEBRA LINEAR

JOSE WILTON DOS SANTOS

RESUMO: Neste trabalho apresentamos um pouco de sistemas de equacoes lineares, matrizes e
determinantes, que sdo campos da Algebra Linear. E sabido que a Algebra Linear possibilita uma
infinidade de aplicacoes, em especial na matematica, na engenharia e no desenvolvimento de
programas de computadores. Neste sentido, exploramos algumas de suas aplicacoes, tais como:
a localizacdo de um objeto na superficie do globo terrestre, balanceamento quimico e medidas
indiretas para calculo de densidade. Para conseguir atingir os objetivos tracados, usamos o
método quali-quantitativo, vez que este trabalho apresenta aplicacbes com fortes relacoes
humanas e ao mesmo tempo, tem a necessidade de lancar mao das férmulas, tabelas e
esquemas, linguagem estritamente matemadtica.

Palavras-chave: Algebra linear, Matrizes, Equacdes, Aplicacdes.

INTRODUCAO

Muitas vezes nas Ciéncias e na Matematica, as informacoes sdo organizadas de modo a
promover uma melhor compreensao, por vezes sdo agrupadas em linhas e colunas, formando
uma estrutura que chamamos de matrizes. Nestas estruturas, os elementos sdo dispostos
ordenadamente em m linhas (horizontais) e n colunas (verticais). Cada elemento da matriz é
representado por um par de indices: A_ .. A interse¢do de uma linha com uma coluna define a
posicdo do elemento na matriz.

As notacoes para representar uma matrizsdo:( ),// [//el ].Se m #n entdo a matriz
é dita retangular (Cardoso, 2001). Estas matrizes podem ser tabelas de dados numéricos surgidos
de observacoes fisicas, mas também ocorrem em varios contextos matematicos (Howard, 2006).

As matrizes permitem escrever sistemas lineares sem ter que repetir incognitas, ou seja,
escrever sistemas lineares de maneira reduzida, de modo a obter um procedimento rapido e
eficiente para encontrar solugdes (Kolman, 2006).

Existe um tipo especial de matriz, que sdo as matrizes quadradas (é o conjunto de elementos
dispostos em linhas e colunas, onde o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas), que é um
certo tipo de funcao, onde é associado um nimero real F(x) a uma matriz quadrada X (Howard,
2006). A cada matriz quadrada A= [a;;] de ordem n associamos um escalar especial chamado de
determinante de A, denotado por det (A) (Lipschutz, 2004).

A funcdo determinante surgiu inicialmente nas férmulas que exprimem a solucdo de n
sistema determinante de n equacodes lineares a n incdgnitas (Lima, 2009). A partir de 1812 a teoria
dos determinantes tornou-se um ramo da algebra, passando a partir dai, a ser largamente utilizada
(Facchini, 2001).

Este trabalho tem como objetivo apresentar algumas das aplicagdes mais exploradas no
campo da Algebra Linear. A primeira dessas aplicacoes trata-se do Sistema de Posicionamento
Global (GPS), fundamental para direcionar os movimentos dos objetos na superficie e até mesmo
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na atmosfera do planeta Terra; a segunda aplicacdo é no campo da quimica, em especial no
balanceamento quimico, fundamentando como se da a relacdo entre os elementos quimicos; na
terceira aplicacdo, vamo-nos ater ao ensino das densidades dos materiais, neste caso, atendido
por medidas indiretas.

METODOLOGIA

Buscando atender aos objetivos deste trabalho, usamos a metodologia quali-quantitativa.
E qualitativa porque as aplicacdes trazidas neste trabalho sdo utilizadas fortemente nas relacdes
humanas; e é quantitativa devido a necessidade de apresentar férmulas, tabelas e esquemas para
conseguir demonstrar os resultados das aplicacoes.

1. SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

Os sistemas de equacoes lineares tém uma posicao privilegiada dentro da algebra linear
e a necessidade de resolver equacoes lineares se da por aparecer numa grande quantidade de
problemas cientificos (Cunha, 2009).

Qualquer linha reta no plano xy pode ser representada algebricamente por uma equacao
da forma

a,x+ay=b
onde a,, a, e b sdo constantes reais e a, e a, ndo sao ambas nulas. Uma equacao dessa
forma é chamada de equacao linear nas varidveis x e y.

Uma equacado linear ndo envolve quaisquer produtos ou raizes de variadveis. Todas as
varidveis ocorrem somente na primeira poténcia e ndo aparece como funcdes trigonométricas,
logaritmicas ou exponenciais (Howard, 2006).

2. DETERMINANTES

A cada matriz quadrada A = [a,] de ordem n associamos um escalar especial chamado de
determinante de A, denotado por dettA) (Lipschutz, 2004).

Determinante é um certo tipo de funcdo, que associa uma matriz quadrada a um nimero
real (Howard, 2006). A funcdo determinante foi descoberta pela primeira vez durante a investigacdo
de sistemas de equacoes lineares. Os determinantes sdo ferramentas indispensaveis na investigacdo
e na descoberta de propriedades das matrizes quadrada (Lipschutz, 2004).

Se A é uma matriz de tamanho n x n, dizemos que um produto de n entradas de A, tais
que nao ha duas de mesma linha ou mesma coluna de A, é um produto elementar de A (Howard,
2006).

3. APLICAGOES

3.1. POSICIONAMENTO GLOBAL

O sistema de posicionamento global, popularmente conhecido por GPS (das iniciais de
Global Positioning System, em inglés) é um sistema espacial de navegacao, que foi desenvolvido
pelo departamento de defesa dos EUA e que pode ser usado em quaisquer condi¢oes (Segatine,
2001). Esse sistema atualmente utiliza 24 satélites que percorrem uma oérbita terrestre a cada 12
horas a uma altitude de aproximadamente 17.700 km. Esses satélites se movem em seis planos
orbitais, que foram escolhidos de tal maneira que, de cada ponto da terra, sejam visiveis de cinco
a oito satélites (Howard, 2006).
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Figura 1: Esquema de deslocamento do sinal de GPS (grafico nosso).

Atualmente o GPS é o melhor e mais eficiente na determinacao da posicdo geografica de
um ponto (Segatine, 2001). Para explicar como funciona o sistema, suporemos que a terra seja
uma esfera e que tenhamos um sistema de coordenadas xyz com origem no centro da terra e
eixo z positivo pelo polo norte. Suponhamos que, em relacdo a esse sistema de coordenadas, um
certo veiculo tenha sua localizacdo (x, y, z) desconhecida num certo instante de tempo t. Suporemos
também que as distancias sejam medidas em unidades iguais a raio da terra, de modo que as
coordenadas do veiculo sempre satisfazem a equacao:

x2+y?2+22=1

O GPS utiliza uma triangulacdo e distancias calculadas de quatro satélites para identificar
as coordenadas (X, y, z) do veiculo no instante t. As distancias sdo calculadas usando a velocidade
da luz (aproximadamente igual a 0,469 raios da terra por centésimo de segundo) e o tempo que
o sinal leva para percorrer a distancia entre o satélite e o veiculo. Por exemplo, se o carro recebeu
osinal no instante t e o satélite indica que o sinal foi transmitido no instante de tempo t,, entdo
a distancia d percorrida pelo sinal é de

d =0,469(t - t,) (1

Em teoria seriam suficientes trés distancias entre o corro e o satélite para determinar as
trés coordenadas desconhecidas do veiculo. Contudo, o problema é que o veiculo (ou quem quer
que esteja utilizando o GPS), em geral, ndo dispde de relégios que consigam calcular o instante
de tempo t com precisao suficiente para o posicionamento global. Assim, a varidvel t em (1) precisa
ser considerada uma quarta incégnita e, portanto, a necessidade de saber a distancia a um quarto
satélite. Suponha que, além de transmitir o tempo t,, cada satélite também transmita suas
coordenadas (x,, ¥, Z,) Naquele instante de tempo e, com isso, permita calcular d por:

d=V(x=x)2+(y-y,)? +(z-2)? (2)

comparando os quadros de (1) e (2) e arredondando para trés casas decimais, obtemos a
equacdo de segundo grau:

(x=xg)? + (y - yo)? + (z- 2()* = 0,22(t - t)? (3)
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Como ha quatro satélites diferentes e podemos obter uma equacado dessas para cada um
deles, produzimos quatro equagdes nas quatro incégnitas x, y, z e t,. Embora essas equacdes
sejam de segunda ordem, com um pouco de algebra é possivel utiliza-las para obter um sistema
de equacoes lineares que pode ser resolvido para as incoégnitas. Seque um exemplo (Howard, 2006).

Digamos que um veiculo com coordenadas (X, ¥,z) desconhecidas num instante de tempo
t recebe os seguintes dados de quatro satélites, com coordenadas medidas e, raios terrestres e
o tempo em centésimos de segundos a partir da meia-noite:

Satélite Posicdo do satélite Tempo
1 (1,12; 2,10; 1,40) 1,06
2 (0,00;1,53; 2,30) 0,56
3 (1,40;1,12;2,10) 1,16
4 (2,30; 0,00; 1,53) 0,75

Substituindo os dados do primeiro satélite na férmula (3) obtemos a equacao
(x-1,12)2 + (y - 2,10)2 + (z - 1,40)2 = 0,22(t - 1,06)2 (4)

Que, abrindo os quadrados, pode ser escrito como

2,24x + 4,2y + 2,82 - 0,466t = X2 + y2 + z2-0,22t2 + 7,377

(todas as contas foram efetuadas com arredondamentos de 3 casas decimais). Foram
realizadas as contas com as outras trés posicoes, de modo que cheguemos no seguinte sistema
de equacoes nao-linear.

2,24x + 4,2y + 2,82 - 0,466t = X% + y2 + z2- 0,22t2 + 7,377
3,6y +4,6z- 0,246t = X2 + y2 + z22-0,22t2 + 7,562

2,8x + 2,24y + 4,2z - 0,510t = x2 + y? + 22 - 0,22t2 + 7,328

4,6x +3,06z- 0,33t = x2 + y2 + z22-0,22t2 + 7,507

Os termos quadraticos em todas estas equacdes sdo os mesmos, de modo que subtraindo
cada uma das trés ultimas da primeira, obtemos o sistema linear:

2,24x + 1,14y - 1,8z - 0,22t =-0,185

-0,56x + 1,96y - 1,4z + 0,044t = 0,049 (5)
-2,36x + 4,2y -0,26z-0,136t =-0,13

Apos fazer o escalonamento e substituindo t por s obtemos
t=s

x= -0,139 + 0,153s

y=-0,118 + 0,128s

z=-0,144 + 0,149s (6)

Para encontrar s, podemos substituir essas expressées em qualquer uma das quatro
equacoes quadraticas dos satélites. Mais especificamente, substituindo esses valores de x,y e z
em (4) e simplificando, obtemos

8,639-0,945s-0,158s2=0
Assim obtemos as solucoes
S =-10,959 e s = 4,985
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Comot20,es=t, escolhemos o valor positivo de s que, substituindo em (6), fornece
(x,y, z) =(0,624; 0,519; 0,598)
Que sdo as coordenadas do veiculo.

3.2. BALANCEAMENTO QUIMICO

Os componentes quimicos sdo representados por Formulas quimicas que descrevem a
composicdo atdmica de suas moléculas. Por exemplo, a férmula quimica da agua é H,0, pois é
composta de dois dtomos de hidrogénio e um dtomo de oxigénio e a formula quimica oxigénio
estavel é O,, pois é composta de dois atomos de oxigénio.

Quando combinamos compostos quimicos sob condi¢des corretas, os dtomos de suas
moléculas se rearranjam e formam novos componentes. Por exemplo, na queima de metano, o
metano (CH,) e o oxigénio estavel (O,) reagem para formar diéxido de carbono (CO,), ou gas
carbénico, e agua (H,0). Isso é indicado pela equag¢do quimica

CH,+0, - CO,+H,0 (1)

As moléculas a esquerda da seta sdo denominadas reagentes e as a direita sdo os produtos.
Nessa equacao, o sinal de mais serve somente para separar as moléculas e ndo tem conotacdo
de operacdo algébrica. Contudo, essa equacdo ndo conta toda a historia, pois deixa de mencionar
as propor¢oes das moléculas necessarias para uma reacao completa (sem sobra de reagentes).
Por exemplo, podemos ver no lado direito de (1) que para produzir uma molécula de diéxido de
carbono e uma molécula de dgua precisamos de trés atomos de oxigénio para cada dtomo de
carbono. Contudo, vemos no lado esquerdo de (1) que uma molécula de metano e uma molécula
de oxigénio estavel tém somente dois &tomos de oxigénio para cada dtomo de carbono. Assim,
para ter uma reacao completa, a razdo de metano para oxigénio estavel do lado dos reagentes
nao pode ser de um para um.

Dizemos que uma reacdo quimica esta equilibrada se aparece o mesmo nimero de dtomos
em cada lado da seta para cada tipo de dtomo na reacdo. Por exemplo, a versdo equilibrada da
equacao (1) é

CH, +20, - CO, + 2H,0 ()

com a qual queremos indicar que combinamos uma molécula de metano com duas de
oxigénio estavel para produzir uma molécula de gas carbénico e duas moléculas de agua.

Poderiamos perfeitamente multiplicar toda a equacdo por qualquer inteiro positivo. Por exemplo,
multiplicando todos os termos por 2 fornece a equacdo quimica equilibrada

2CH, + 40, — 2CO, + 4H,

contudo, é convencdo padrdo utilizar os menores inteiros positivos que equilibram a
equacao.

A equacdo (1) é suficientemente simples para ser equilibrada por tentativa e erro, mas
equacdes quimicas mais complicadas requerem um método mais sistematico. Existem varios
métodos que podem ser usados, mas veremos um que usa sistemas de equacoes lineares. Para
ilustrar o método, vamos reexaminar a equacdo (1). Para equilibrar essa equacao precisamos
encontrar inteiros x,, X,, X; € X, tais que

X, (CH,) +x, (0,) — x, (CO,) + x, (H,0) (3)

contudo, para cada um dos atomos da equacdo, o nimero de atomos a esquerda deve ser
igual ao nimero de dtomos a direita. Expresso em forma tabular, temos

Lado esquerdo Lado direito

Carbono X, = X,
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Hidrogénio 4x, = 2x,
Oxigénio 2x, = 2X;+X,

De onde obtemos o sistema linear homogéneo
X, - X =0
4x, -2x, =0

2X, - 2X; =X, =0

Resolvendo concluimos que a solucao geral desse sistema é x, =t/2,x, =t,x3 =t/2,x, =
t, onde t é arbitrario. Os menores valores inteiros positivos para as incégnitas ocorrem quando
tomamos t = 2, de modo que podemos equilibrar a equacdo tomando x, =1,x,=2,x;=1eXx, =
2. Isso)confere com o resultado acima, pois substituindo esses valores em (3) obtemos (2) (Howard,
2006).

3.3. MEDIDAS INDIRETAS

Estudar sistemas lineares nos permite executar algumas aplica¢des praticas em diversos
niveis educacionais (fundamentais, médio e superior), aplicacdes estas que certamente vai
aproximar os alunos dos conceitos matematicos. Uma dessas aplicacoes é o estudo das medidas
indiretas, a saber, neste experimento, a densidade dos materiais madeira e nylon.

A aplicagdo consiste em fazer medig¢des em duas colunas confeccionadas com dois materiais
diferentes (madeira e nylon). Neste experimento matemaético sdo tratados os conceitos de volume,
massa e densidade. O objetivo final é determinar as densidades da madeira e do nylon que sdo
os dois materiais das colunas.

Para desenvolver este experimento se faz necessario alguns materiais, sdo eles:
1) Duas colunas, ambas feitas com dois materiais distintos: madeira e nylon;

2) Dois cubos: um de madeira e outro de nylon;

3) Balanca digital e régua;

4) Maquina calculadora;

5) Quadro branco e duas canetas apropriadas para o quadro;

6) Uma base onde estdo fixados ositens 3, 4 e 5.

A questdo é encontrar as densidades dos materiais que sdo utilizados nas colunas: madeira
e nylon.

Para resolver esta questdo precisamos encontrar as massas das duas colunas, que
denominamos M, e M,. Observe que M, pode ser escrito como a soma da massa da parte de
madeira (m,,) com a massa da parte de nylon (m,, ). Podemos fazer o analogo para M,. Assim,
podemos escrever M, =m,_+m, e M,=m, +m, . Como amassade um objeto é o produto de
seu volume pela sua densidade, calculamos os volumes de cada parte e podemos escrever:

M1 =V + V1n 8n
MZ =V + vZn 8n
onde V, eV, sdo osvolumes da parte de madeira das colunas 1 e 2 respectivamente;

V,,. e V,, sdo os volumes da parte de nylon das colunas 1 e 2 respectivamente e ® _, 3 sdo as
densidades da madeira e do nylon.

1mdm

2mdm

Cada coluna fornece uma equacdo e temos desta maneira um sistema de duas equacoes
lineares com duas incégnitas 8  densidade da madeira e 8 densidade do nylon que obteremos ao
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resolver o sistema linear acima. Os valores obtidos podem ser verificados utilizando o cubo de
madeira e o cubo de nylon que acompanha os materiais utilizados.

CONSIDERACOES FINAIS

Ao desenvolver este trabalho, foi possivel perceber a importancia da algebra linear, pois
possibilita um campo de aplicacdes muito extenso. Optamos por algumas aplicacdes que julgamos
mais convenientes.

O posicionamento global (GPS) esta sendo muito utilizado, especialmente apds tornasse
aquisitivo, pois facilita a localizagdo seja na agua, no ar ou na terra. Hoje esta sendo utilizado para
quantificar o deslocamento das pessoas na Cidade de Sdo Paulo, tendo essa informacdo como
pardmetro para concluir se as determinacdes de restricdes estdo surtindo efeito.

Ao tratar sobre o balanceamento quimico, vislumbramos o quanto este tema ¢ atual, pois
constantemente os telejornais apresentam especialistas falando sobre a camada de oz6nio, e
consequentemente o clima do planeta. Para tanto, estes especialistas utilizam, de forma implicita,
o balanceamento quimico para explicar o tema.

Por fim, apresentamos uma aplicacdo voltada a area do ensino, tendo em vista que estamos
nesta area de atuacdo. Esta aplicacdo permite aos professores de matemadtica trabalhar os assuntos
de sistemas lineares, com experimentos que possam aproximar os alunos dos conceitos que se
pretende, fazendo com que os alunos se motivem a aprender tais conteudos.
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